BOLUM 4
KARMASIK FOURIER SERILERI

4.1 KARMASIK FOURIER SERISININ ELDE EDILMESI

FS de trigonometrik islevler yerine karmagsik islevler kullanilarak hesaplamalar daha
basitlestirilebilir.

a,+ i [an cos(nwot)+ b, sin(nwot)] (4.1)

n=1

f(t)=

1
2
Euler denklemlerinden,

cos(nwot) [exp(jnwot)Jr exp(— jnwot)] (4.2)

NI»—

sin(nw,t) = — [exp(jnw,t)—exp(~ jnw,t)] (4.3)

EIH

bagintilar (4.1) de yerine yazilir.

n=l

f(t) = lao + i {an %[exp(jnwot)Jr exp(— jnwot)] +b, 2i [exp(jnwot)— exp(— jnwot)]} (4.4)
J
(4.4) bagintisinin i¢indeki parantezler acgilip yeniden diizenlenirse
: —ao + Z [ a, —jb, exp(jnwot)Jr%(an + jbn)exp(— jnwot)} 4.5)

elde edilir. (4.5) bagintisinda

Co=t | ¢ =Tl o b (4.6)
2 2 2
konursa,

£(t)=Cy + Y [C, exp(jnw,t)+ C , exp(— jow,t)]

n=1

f(t)=C, + iCn exp(jnwot)+§:Cn exp(— jnw,t)

n=1 n=-1

= icn exp(jnw,t) (4.7)

n=-o



karmasik FS bulunur. Co, C,, C., katsayilari,

1 1 T/2 ( )
Cy=—a,=— |f(t)dt (4.8)
0 2 0 ]«!;2
1 1 T/2 T/2
C,=—(a,—jb,)== .[f(t)cos(nwot)dt -] If(t)sin(nwot)dt
2 T -T/2 -T/2
1 T/2
C,=— If(t)[cos(nwot)-jsin(nwot)]dt
T -T/2
1 1 T/2
C,=—=(a,—jb,)== [f(t)exp(-jnw,t)dt  n=0,+1+2 (4.9)
2 T -T/2
ayn1 sekilde n<0 i¢in
1 1 T/2
C_ = E(an +jb, )= = [f(O)exp(inw,t)dt  n=0,+1,%2 (4.10)

-T/2
elde edilir. (4.9) ve (4.10) bagmtilar1 birbirlerinin karmasik eslenigidir (conjugate). Yani:

Cc_ =C 4.11)

Not: Karmasik sayilara ait animsatmalar
1. Genlik (mod) ve evresi (faz, arg) gergel (a) ve sanal (b) bilesenlerden olusmus bir "z"
karmasik sayis1 (Sekil 4.1) z =a + jb olarak gosterilir. Sekil 4.1 den

a =rcos(¢)
b = rsin(¢)

dir. Burada "r" ye karmagsik saymin genligi denir. "r"; karmasik say1 olan "z" nin mutlak
degerine esittir. Mutlak deger modiil olarak tanimlandigindan "mod z" seklinde de
gosterilebilir. Yani "r"

r= (a2 +b2)1/2 = |a+ jb| = |Z| =modz
yazilabilir.

¢ ise evre olarak tanimlanir. Sekil 4.1 den

, G=tan (Ej
a

o | o

tan(¢) =



elde edilir. Ayn1 zamanda "z" karmasik sayisinin argiimani olarak ta belirtilebilir. Yani
o= arg(z) olarak yazilir. O zaman evre bagintist;

¢ == arg(z) = tan™ (Ej

a

durumuna doniisiir. Sekil 4.1 de evre agisinin dénme yonii, saatin donme yoni ile ters olarak
alinmistir. Ancak Fourier doniisiimlerinde s6z konusu déonme yonii saat yonii olarak alinir
(Sekil 4.2). Bu durumda, ¢ = 2n — ¢ olarak alinmalidir.

tan(p) = tan(zn_hj

e 2) )
— tan(¢) = tan(- ¢)

Ozellikleri kullanilarak
tan(¢) = tan(— Ej

b= tanl(— EJ = —tan”' (Ej
a a

elde edilir. Evre 0 <¢<2nveya—n < ¢ <m olmak zorundadir. Burada verilen "r" ve

ayn1 zamanda kutupsal koordinatlardir. Eger "z" sayisi bir¢ok karmasik vektorlerden
olusuyorsa

z=a, +jb,
yazilir.

2. Karmasik eslenik: z=a_ +jb, seklinde tanimlanan karmasik bir saymnin eslenigi
z=a, — jb, dir. z sayisina ait vektorler Sekil 4.1 de verilmektedir. Sekilden de goriildiigi gibi
karmasik eslenik vektorlerin toplama;

[a+ jb]+[a—jb]=2a
carpimlari ise;
[a + jbJa— jb]=a” + b =[rexp(jo)[r exp(~ jo)] = r*

dir.

f(t)exp(~ jnw,t)islevi "T" donemine sahip oldugundan



T

C, = % [£(t)exp (- jnw,t)dt (4.12)

0

olarak gosterilir. Cy katsayisinin a, ve by cinsinden degeri,

C

n

= (a2 +b2)"” (4.13)

dir. Ayrica isin i¢ine evre agisi da katildiginda (evre yoksa ¢p,=0 dir),

C, = (i9.) . C.,=C, =|C,|exp(- jb,) (4.14)
o= tan‘l(— b"j (4.15)
aﬂ

bulunur. Evrenin olmamasi durumunda (¢,=0), Co=(1/2)ao olarak elde edilir ve gergeldir
(dogru akim bileseni).

4.2 KARMASIK FOURIER SERISININ ORTOGONALLIGI
0, (t) = exp(jnw,t) ve 0, (t)=exp(jmw,t) ile verilsin
0, (t) = cos(mw,t)+ jsin(mw,t)

0, (t)=exp(-
b
] )

0,(t)6 (t)dt = { nrm
r, n=m

jmw,t) = cos(mw,t)— jsin(mw,t)

dir.

Ornek 4.1
Asagida bagintisi verilen testere disi (Sekil 4.3) islevini karmasik FS ne a¢iniz.

f(t):%t 0<t<T  ft+T)=£(0)

Bu islevin karmasik FS;
= Z C, exp(jnwot) , W, :2%

bagmtilarindan yararlanarak,



C :l]-f(t)exp(— jnw,t)dt :l}ét exp(— jnw,t)dt = A]-t exp(— jnw,t)dt
T+ ’ T)T ’ T ’
t=u dv = exp(~ jnw,t)dt

dt=du V==

- exp(— jnwot)
Jnwt

doniisiimleri kullanilarak

A 1 : 1 )
C {— |t exp (— anotlio ———5 €Xp (— anot)LT:O}

T jow, n'w,

0

A 1 . 1 .
¢ T—{ w7 Jﬂ”{me"p = ann)}}

Not: exp(— jn2n) = cos(jnZn) — jsin(jnZn) =1 (n, tamsay1)

c_ A _ A 1 _ A A
! T jow, T jn2n/T jn2x " n2n

Not: exp(jo) = cos(a)+ jsin(a)

{sin(a) =1 yapan deger

o=n/2 dr.
cos(a)=0 yapandeger

o=m/2 igin,
exp(jn/2)=cos(n/2)+ jsin(n/2) , exp(jn/2)=j

bulunur. O zaman

C,= iAo iexp(jn/z)
2nt 2nm

yazilabilir.

Yani

C, =—exp(jn/2)



olarak bulunur. FS ise,

f(t)=C, + iCn exp(jnw,t)

['e]

Z—exp jm/2 exp(ano )

n=7ac

2A 2. - L explfn/2) + nw, ]

n=-—w

é
2
A
f(t)=—
(=2
elde edilir.

Ornek 4.2
Birinci 6rnekteki sonuglart kullanarak FS nin trigononometrik seklini yaziniz.

(4.6) bagintilari:
CO:a—O , Cn_an—an el a, +jb,
2 2 2
dir. Buradan
A 1 A
COZE—)anzz , aO—A
C, —%(an —an)——exp(Jn/2) , a,=0
1, . A . . .
—(=jb,)="exp(jn/2) , j=exp(jn/2)
2 2nm

yazilabilir. Buradan da asagidaki bagintilar bulunur.

exp(jr/2)lb, = —~—exp(jn/2) , b, =—2
2 2nz nmw
f(t)= %ao + i [a, cos(nw,t)+ b, sin(nw,t)]
n=1
f(t)= %A + ;ESIH(HWO t)= %A —%gisin(nwot)
f(t)= é—é[sin(wot)+lsin(2w0t)+lsin(3w0t)+ ............. }
2 n 2 3

4.3 BIR ISLEVIN KARMASIK FREKANS SPEKTRUMU

(4.7) bagmtisindan elde edilen "Cy" karmaslk katsayisinin genlikleri bagimsiz degisken olan
"w'" acisal frekansina gore cesitli "n" degerleri i¢in ¢izilirse "f(t)" donemsel islevinin genlik
spektrumu elde edilir. Eger "Cn" degerleri "w" agisal frekansina gore degil de "¢n" evre
acisina gore c¢izilirse "f(t)" islevinin evre spektrumu elde edilir. "n" indisleri tam sayisal
degerler alacagindan genlik ve evre spektrumlarit "nwo" ayrik degerlermde (binlerde) goriiliir.



Bu nedenle elde edilen spektrumuna ayrik frekans spektrumu veya cizgisel spektrum ismi
verilir.

Ornek 4.3
Asagida verilen yaklagim ile tanimlanan biiytikligii A, genisligi d olan donemli dikdortgen
dalganin (Sekil 4.4) frekans spektrumunu bulunuz.

f(t)— A —-d/2<t<d/2
o ~T/2<t<-d/2 ve d/2<t<T72
(4.9) dan,
d4/2 A d/n
C, == j exp (— jnwot)dt == exp(— jnwot%
T 5, T jow, t=—d/2

C —é ! ex ('nw gj—ex (— inw gj
" =T jow, p|J 05 p|—J 05

Euler bagmtilarindan 2jsin(a) = exp(jo.) - exp(- jo.) dir. Buradan,

c Al 2jsin(jnw() gj _ A 2sin(nw,d/2)
T jnw, 2

T nw,

bulunur. Sag taraf (nwod/2)/(nwod/2) ile garpilip,

c =2 2) 2 _A —2
" T nw, HWOd T HWOd nWOd
2 2

A 2sin(m};°dj
C,=——-+=d

T nw,d
2

veya wp=nwo konulursa

. (w,d
Ad sm( 2 j
c =22\ < J

T w_d

n

2

elde edilir. (4.16) da wo=2n/T yazilirsa,



c A4 _\TJ 4.17)

ulagilir. (4.16) ve (4.17) nin sag taraflar1 "sinc" islevi olarak bilinir. Bu nedenle "sinc" islevi
kullanilarak

C :A—dsinc nw,d
T 2

n

(4.18)

yazilabilir. (4.18) kullanilarak f(t) izinin karmagik FS a¢ilimi;

olarak yazilir. Son dort bagintida evre spektrumu sifir ve "Cy" gergeldir. "nwo" bagimsiz
degiskenine gore "C," ¢izildiginde ayrik frekans spektrumu elde edilir. S6z konusu problemde
ayrik frekans spektrumunu elde etmek igin d ve T ye degerler vermek gerekir. Ornegin;
d=1/20, T=1/4 sn i¢in bu hesaplamalar yapilsin.

2n 2n nnd 1/20 nx Ad A
W, =nw,=n—=n——=n8n , =nn =— |, —==
T 1/4 T 1/4 5 T 5

olarak bulunur. "C," in hesaplanmasi ise

denklemlerinden yararlanilarak yapilir (Cizelge 4.1). Spektrumun ¢izilebilmesi i¢in spektrum
ortamindaki 6rnekleme araliginin, her bir "wy," binindeki "C," degerlerinin bulunmasi gerekir.

n 0 +1 +2 +3 +4 +5
Wi 0 +81 +16m +247 +40m
o |A5 (A/m) 0
" sin(36) (A/m)sin(m)

Cizelge 4.1 “C,” in hesaplanmasi
a. Spektrum ortamindaki 6rnekleme aralig1 ve binlerin yeri:

Aw =0,£8m,167



ayni Ornekleme aralifi n=1 i¢in wy=nwo=1.8n den de bulunabilir. Binlerin yerleri ise;
win=nwo da n=0,+1,£2,... ve wo=8mn degerlerinin konmasiyla elde edilir.

Aw=w, —w,=8n

b. "Cy" in sifir oldugu yer bulunarak sinc islevinin sifirlar1 hesaplanir. Bunun igin sinc
islevinin koklerinin bulunmasi gerekir.

C, =
sin (n";odj =0 o= sin(n\?d} sin(a)=0 olmahdir.
sin (n?nj =0 o =sin _1(Y15_7Tj sin(ot) = 0 n=>5

bulunur. Yani n=5 veya w,=nwo=5.81=40n degerinde C,=0 dir.

¢. n=0 veya wo=0 daki "C," degeri bulunmalidir.

. (nw,d
A2 ) Asin(0)
C,=— =— = belirsiz
T nw,d T
2

L’Hospital kuralina gére belirli duruma sokulursa:

_A_A

Cl’l
T 5

dir. Oyleyse n=0 veya wo da

olur.

d. n=%1, n=%2, ...., n=+5 degerlerindeki "C," ler hesaplanir. Bunlara 6rnek olmak {izere n=1
deki "C," degerini bulalim.

n=1 i¢in



8m(1/20) i T
2 5
veya
. s
A Sm(Sj
C,=—
5

dir. wn (n=+2,43,£4,£5) degerlerindeki genlikler de benzer sekilde bulunur (Cizelge 4.1).
Cizelge 4.1 in goriintimii Sekil 4.5 te verilmektedir. Bu problemde evre spektrumu sifirdir.
Ciinkii dikdortgen dalga diisey eksene gore bakisimlhidir. Bu nedenle "b," igeren terimler
yoktur. Bu problemde evrenin olmadig1 asagidaki gibi de kanitlanabilir.

Karmagik FS olan (4.7) bagintisinda

£(1)= 3.C, explimw,t)

n=-0w

(4.14) bagintisinda

C, =[C,|exp(jo,)

Cn

yerine konulursa,

=3

n=-0w

exp [j(nw,t + ¢, )] (4.20)

Cn

evreyi de igeren karmasik FS denklemi elde edilir. Bulunan (4.20) genel denklemi, bu
problemdeki FS agilimi olan (4.19) ile 6zdeslestirilirse

C

n

:sinc(n\zodj , explj(nwyt+ ¢, )] =exp (nw,t) , exp(jo,)=1

elde edilir. Euler denklemleri animsandiginda
cos(9, )+ jsin(¢, ) =1

olmalidir. Bu kosulun saglanmasi i¢in ¢pn=-2nm, 0, 2nmt olmak zorundadir. Bagka bir deyisle
evre, 0° veya 360° nin tam katlaridir.

Ornek 4.4
Sekil 4.6 da verilen "d" kadar kaydirilmis dikdoértgen dalganin spektrumunu bulunuz.

10



d
C, = % [£(t)exp(~ jowt)dt = % { exp (= jnw,t)dt = % jnivo [1-exp (= jnw,d)]

exp (— jnwod) =exp [— jnwo(d/2)].exp [— jnwo(d/2)]
seklinde yazilip exp[-jnwo(d/2)] parantezine alinirsa:

Cu =T esplinwy(d/2)Hexplimwo(a/2)]-exp-jnw, 4/2)]

dir. Bir 6nceki 6rnekte,

exp [jnw,(d/2)]-exp[- jnw,(d/2)] = 2jsin (jnw,d/2)
elde edilmistir.

C =B 1 isin(nw,d/2).exp[— jaw,(d/2)] ¥ed/2
T jnw, HWOd/2
C :A_dwexp[_jnwo(d/z)] (4.21)

T nw,d/2

olur. (4.21), (4.14) te yerine yazilarak ve bir onceki problemdeki yaklasim kullanilarak genlik
spektrumu ile evre spektrumuna ulasilir.

_ Adsin (nw,d/2)

C, (4.22)
T nw,d/2

exp(j,) = exp[ jnw, (d/2)] den 9, = tan”'(~b, /a, Jevre spekirumu]

o= (%j (@T, radyan cinsinden) (4.23)

Islev bir 6nceki islev ile ayn1 olmasina karsin "t" ekseninde "d/2" kadar kaydirildiginda elde
edilen spektrumun hem genlik hem de evre spektrumu vardir. Yani spektrumda sanal bilesen
bulunmaktadir.

d=1/20 ve T=1/4 sn i¢in evre spektrumu Sekil 4.7 de verilmektedir.

Odevler
L. f(t)=Afsin(nt) 0 <t <1f(t+ T)=£(t) ve T =1 ile verilen (Sekil 4.8) islevi:

a. Karmasik FS ne agmniz.
b. Trigonometrik FS ne ac¢iniz.
c. a nin ¢dziimiinden yararlanarak trigonometrik FS nin katsayilarini hesaplayiniz.

2. Cizelge 4.1 de verilen ara degerlere ait C, genliklerini hesaplayiniz.

11



3.d= % , T :% sn i¢in ayn1 problemi ¢oziiniiz.
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