BOLUM 2

FOURIER SERILERI (FS)

1. Boliimde tek bir siniizoidalin veya sinilizoidallerin toplamindan olusan bir sinyalin
spektrumunun nasil bulunacagi verilmisti. Tiim bulunan sonuglar Fourier serilerinden (FS)
yararlanarak donemsel sinyaller igin genellestirilebilir. Spektrum analizinde FS nin
kullanilabilmesinin en 6nemli kosulu, sinyalin donemsel olmasidir.

2.1 DONEMLI iISLEVLER (PERIODIC FUNCTIONS)

Tiim "t" degerleri i¢in

f(t) = f(t + T) 2.1)

esitligini saglayan f{(t) islevi donemli olup "T" ye donem (period) denilir (Sekil 2.1). Baska bir
deyisle T araliklar1 ile ayn1 degeri alan islevlere donemli islevler denir. Donemli islevlerde

f(t) = F(t + nT) n=0,1,2, (2.2)
kosulu saglanir.

En genel durumda eger islev "T" ile donemli ise,

f(t) = cos(wit) + cos(wat)

wit =2mm (2.3)
w2t =27n 2.4)

esitliklerini saglayan m ve n degerleri bulunabilir. Yukaridaki

esitliklerden
w it  2mm W, _m (2.5)
w,t 2mn ’ W, n '

w1/w2 orani rasyonel bir say1 olmalidir, aksi halde donemli olmaz.

Ornek 2.1
f(t) = cos(t/3) + cos(t/4) islevi donemli midir? Donemli ise donemini bulunuz.

Islev dénemli olabilmesi igin (2.1) esitligini saglamalidir. Yani f(t)=f(t+T) olmalidir.



£(t) = cos( jms( j
f(t):cos[ t)}rco [4 }

f(t+T):cos[3 t+T }rcos{ (t+T)}

ol

trigonometrik denklemlerden cos(6+2mm)=cos(0) oldugu animsanarak (Sekil 2.2),

t T t T
cos| —+— |+ cos| —+—
33t

0+2mm 0+2nn
yazilabilir.
— =21mm I =271n
4
T =6mn T =8nr
6mm = 8nn
6m = 8n[2 - g BN dénemlidir}
n

6 ile 8 in EKOK 24 tiir. Oyleyse,
m=4 n=3 tir (24=24)
T=6mn — T = 6.4n = 241 den donemi 24x dir.

Ayni problem (1.3) ve (1.4) bagintilarindan yararlanilarak ta ¢oziilebilir.
1 1

f(t) = CoS —(t) + cos —(t)
3 4

bagintisinin genel sekli ise,

f(t) = cos(w,t)+ cos(w,t)

idi. Yani,



1 1
w, == — 2mn=—
3 3
WZ:l - 2mc:l
4 4
m_4
n 3

dir. Buradan da donem elde edilir.

Ornek 2.2
f(t) = cos(10t) + cos(10+m)t islevi donemli midir? Donemli ise donemi nedir.

f(t) = cos(wit) + cos(wat) genel yaklasimi hatirlanarak,

W 10t W 10 2mm

w, (10+7)t W, B 10+ 2mn

elde edilir. m ve n rasyonel say1 olarak bulunamayacagindan donemli degildir.

2.1.1 Donemli islevlerin 6zellikleri

f(t) = f(t+T) ise,

T 7
a) [ f()de= [ ()t

dir. a=T/2 konursa

T P
[ f(t)dt= [ £(t)dt
olarak bulunur.

1se ancak

(2.8)



T/2

[ £(t)at

-T/2
oldugunda
g(t+T) = g(t) (2.9)
dir.
c+T T
d. [ f(t)de=] f(t)dt (2.10)
c 0
dir.
2.2 FOURIER SERILERI

Eger f(t) islevi "T" ile donemli ise, bu islev asagidaki gibi bir trigonometrik seri ile
gosterilebilir.

f(t) = %ao +a, cos(wot) +a, cos(2w0t) .......... +b, sin(wot) +b, sin(ZWOt) F e
f(t):%ao +i [an cos(nwot)+ b, sin(nwot)] (2.11)
n=1

Burada wo=2n/T dir. (2.11) ile verilen seriye trigonometrik Fourier serisi ve bu acilima da
harmonik analiz denir. (2.11) bagintis1

f(t)=C, + i C, cos(nw,t—0,) (2.12)

n=1

seklinde de yazilabilir. Bu bagintida C, cos(nwot—Gn) genel terimine f(t) islevinin n. ci
harmonik islevi denir.

Ornek 2.3
(2.11) ve (2.12) bagintilarindan hareketle C, ve 6,1, an ve by cinsinden elde ediniz.

)
a, cos(nwot) +b, sin(nwot) =1 [an cos(nw,t)+ b, sin(nwot)]

o i)
(arzl + brz1 )1/2 (az—j#)l/zCOS(nWOt) + (az_:j#)msin(nwot)
diger yandan,



f(t) =C, cos(nwot -0, ) =C, [cos(nwot)cos(en ) + sin(nwot)sin(Bn )]dir. Oyleyse :
C, [cos(nw,t)cos(8, )+ sin(nwt)sin(, )] = (af1 +b? )1/2

n

l COS(HWOt)+ (zb—z)l/zsin(nwot)

* 1/2
(a2 +12)

yazilabilir. Buradan katsayilar,

C, = +b2)" (2.14)

n

cos(nw,t)cos(0, )+ sin(nwt)sin(6, ) = (Za#)mcos(nwot)
a. +b;

n

an
sin(nw t)sin(6, ) = (az_:j#)m sin(nw,t)
. b,
bu bagintilardan da
tan(0, ) = sinf@, ) =—" veya 0,6 =tan"' = (b—“j (2.15)
cos(@n) a, a,

elde edilir. Yukaridaki yaklagimlar géz oniine alindiginda da

1
Co=—ay (2.16)

oldugu goriiliir. Bu bagintilarda:

Cn : Harmonik genligi.
On : Evre (faz)) acisidir.

Bilindigi gibi wn=nw0 dénemli islevin n. harmonigidir. n=0 i¢in wo=2n/T=2nfy ise temel
bilesen veya temel acisal frekanstir.

2.3 ORTOGONAL iSLEVLER

FS ac¢ilimlarinin yapilabilmesi i¢in siniis ve kosiniis islevlerinin bazi 6zelliklerinin bilinmesi
gerekir. Bunlardan en onemlisi ortogonallik kosulu, ve bu kosul sonucu olusan ortogonal
islevlerdir.



[0, (t)] dizisinin herhangi iki islevi a<t<b smurlar1 iginde

F 0 m#n igin
2.17)

r m=n igin
esitligini sagliyorsa ¢m ve ¢, islevleri (a,b) araliginda birbirlerine ortogonaldir denir.

Siniizoidal islevlerde asagidaki ortogonallik kosullar1 vardir.

T/2
I cos(mw,t)dt =0 m#0 i¢in (2.18a)
=T/2
T/2
I sin(mwot)dt =0 tiim m degerleri i¢in (2.18b)
-T/2
s 0 m#n
J. cos(mw,t)cos(nw,t)dt = (2.18¢)
T T/2 m=n=#0
T/2 0 £
j sin(mw,t)sin(nwt)dt = men
“T/2 T/2 m=n#0 (218(1)
T/2
.[ sin(mw t)cos(nw,t)dt = 0 tim m ve n degerleri i¢in (2.18e)
-T/2

Burada wo=2nT dir. Yukaridaki bagintilar; 1, coswot, cos2wot,....,cosnwot, sinwot, Sin2wot,....,
sinnwot dizisinin -T/2<t<T/2 araliginda ortogonal oldugunu gosterir. Ancak bu dizi 0<t<T/2
aralifinda ortogonal degildir. Yani araligin degismesi durumunda dizi, ortogonallik 6zelligini
yitirir. Bu nedenle ortogonallikten s6z ederken mutlaka aralik ta verilmelidir.

(2.17) bagintisinda m=n i¢in elde edilen tlimlevin

[ oL@de=A, =[] (2.19)

a

degerine ¢pm(t) nin normu denir. Eger,

du(t)=[AL]" 0. (1)

alinirsa, (2.19) un normu 1 olur.
b

Bu durumda,



0, ()

dizisi almiyor demektir. Normu 1'e esit olan bu diziye ORTONORMAL CUMLE, ¢m(t)
islevlerine de NORMALLESTIRILMIS ISLEV denir. Yani,

0 &0 o0
(A)77(A)" 7 (A)"

, normallestirilmis islev=

2.21)

b 0 m#n
1 m=n

esitligini saglayan ¢k(t) ciimlesi ortonormal ciimledir. Ornegin,
2n

2n 2n
j ldt=2n Isinz(n Jdt=n j cos’(nt)dt=n  (n>1)
0 0

0
olduguna gore

1 sin(t) cos(t) sin(nt) cos(nt)

(27[)1/2 ’(7'5)1/2 ’(n)l/Z > (n)l/z ’ (1‘[)“2 gesessessesanaas

ortonormal climlelerdir. Yani ortonormal ciimlelerde iki degisik islevin ¢carpiminin 0 dan 2w
ye dek tiimlevi sifir, her birinin karesinin sifirdan 2x ye dek tiimlevi ise 1 dir.

Ornek 2.4
(2.18c¢) esitliginin varligini gosteriniz.

Trigonometriden,

cos(A)cos(B) = %[cos(A + B)+ cos(A - B)]

- .. 2nm =T
e t=—1i¢in ?.7——71 "
e t=—  icin 2—n.I:n |
T 2

_chos(mwot)cos(nwot)dt :%_Tf {cos[(m + n)wot] + cos[(m - n)wot]}
= %m sin[(m + n)wot]tT:/_zT/2 + %m sin[(m - n)Wot] tT:/—ZT/z
= %m {sin[(m + n)r]—sin[(m +n)(- )]} + %m {sin[(m — n)x]—sin[(m —n)(- =]}
%m 2 sin[(m + n)n] + %mZ sin[(m - n)n] =0



dir. Eger m#n ise sonug sifirdir. Eger m=n#0 ise

T/2 T/2

J. cos(mw,t)cos(nw,t)dt = J. cos’ (mw,t)dt
-T/2 -T/2
olur ve

cos’(a) = % [1+cos(2a)]

dir. Buradan

T/2

1 1 1.
j cos’ (mw,t)dt = 5 j [1+ cos(2mw,t)]dt = Et‘ L 4—sm(2mwotxz_2m

-T/2 -T/2 mw,

= % + e [sin(2mr) - sin(- 2mn )] = % + p— 2sin(2mn) = %
bulunur.
Ornek 2.5

®=t?/p olarak verilen bir parabolii 0-5 birim arasinda normallestiriniz (Sekil 2.3).

(2.19) dan yararlanarak,

5 7.,2\?
Am:j(t—] dt:L2
o \ P p

elde edilir. Buradan da normalize edilmis islev,

5
s P

5

t2
. o(t) 5 _t
Nor.issle = = =—
or.issle (Am )1/2 625 IERY
s

olarak bulunur.

2.4 FOURIER SERIiSi KATSAYILARININ HESAPLANMASI

(2.18) deki ortogonallik bagmtilart kullanilarak, (2.11) deki FS nin katsayilar1 hesaplanabilir.
(2.11) bagintist

f(t)= %ao + i [a, cos(nw,t)+ b, sin(nw,t)]
n=1

seklinde tanimlanmisti. ap katsayisini hesaplamak i¢in (2.11) bagintisinin her iki tarafinin -
T/2, T/2 araliginda tiimlevi alinirsa



T/2 T/2 T/2 T/2

J. dt——a0 jdt+Za J.cos nw,t)dt +Zb jsin(nwot)dt

-T/2 -T/2 n=l -T/2 n=] -T/2

I I
0 0

seklini alir. Bu bagintida toplam ile tiimlevin yerlerini degistirip ortogonallik kosullar
kullanilirsa [(2.18a) ve (2.18b) denklemlerinden]

T/2 T/2

1 a
f(t)dt=—a, |dt="CT
JQa=g0 Ja=3
den
T/2
=— j f(t (2.22)
—T/2
olarak bulunur.

an katsayisini elde edebilmek i¢in ise (2.11) bagintisinin her iki tarafi cos(mwot) ile ¢arpilip
(-T/2,T/2) araliginda tiimlevi alinirsa,

T/2 T/2 T/2 ©
If(t)dt cos(mw,t)dt = %ao .[cos(mwot)dt+ I {Zan cos(nwot)}cos(mwot)dt

_T/Tz/z -T2 ~t/2Ln=1 (2.23)
+ I [ansin(nwot)}cos(mwot)dt
-T/2Ln=1

elde edilir. Toplam ve tiimlev islevlerinin 6ncelik siras1 degistirilir ve (2.18a), (2.18c) ve
(2.18e) denklemleri kullanilirsa; (2.23) bagintisi

T/2 T/2 T/2

J-f(t)dt cos(mw,t)dt = la0 jcos t)dt + Za J-cos nw ,t)cos(mw,t)dt
-T/2 2 -T/2 -T/2
1 I |
0 0
w T/2
+bnz jsin(nwot)cos(mwot)dt
n=l _1/2 | I
0
T/2 T
J.f(t)cos(mwot)dt =—a,
-T/2 2

elde edilir. Bagintinin sol tarafindaki m yerine n konursa, sonucta, an katsayisi,



T/2
a :% [f(t)cos(mw,t)dt  n=0,12,... (2.25)

n
-T/2
olarak bulunur.

Benzer yolla (2.11) bagintisinin her iki yani sin(nwot) ile ¢arpilip (-1/2,T/2) arasinda tiimlevi
alindiginda, b, katsayis1i elde edilir. Tim katsayilar, toplu olarak asagidaki bagimntilar
yardimiyla verilir.

T/2

2
=7 Tj/ 2f(t)dt (2.26)
2 T/2
a, == [f(t)cos(mw,t)dt  n=0,2,.. (2.27)
]“—T/Z
2 T/2
b, == [f(t)sin(mw,t)dt  n=012,.. (2.28)

-T/2

Not: (2.26) bagintisi, islevin (-T/2,T/2) sinirlar1 arasinda aritmetik ortalamasidir.

Ornek 2.6
Asagida verilen f(t) islevinin f(t)=f(t+T) oldugunu varsayarak seklini ¢iziniz, spektrum
ortamindaki frekans bilesenlerini bulunuz ve FS bagintisini elde ediniz.

-1 -T/2<t<0
1 0<t<T/2

(2.26) bagintisindan (Sekil 2.4),

2 T/2
a, == [f(t)dt=0

Not:

T t=T/2
wot= B
-7 t=-T/2

dir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta (2.26) bagintis1 ortalama degeri verdiginden ve bu
deger de sifir oldugundan tiimlevi hesaplamak gereksizdir. (2.27) bagitisindan yararlanarak
ta an katsayisi,

10



-
LS}

f(t)cos(mw,t)dt =

o
Il

=

T/2
—1)cos(mw,t)dt +% I(l)cos(mwot)dt

0

|
— o J—
N~ g
—_

|
-

. 1
sm(nwot)1 01, + ——sin(nw, t)(T/2
nw, nw,

1
|

[sin(nr)— sin(O)]}

. [sin(0) - sin(— n7)]+ .

—
|

S Hl =l g Al

Not: [sin(0)=sin(nm)=0]

olarak bulunur. (2.28) denkleminden yararlanarak ta b, katsayisi

2 T/2
b, =— .[f(t)sin(nwot)dt =

-T/2
T/2

:— J- sm nw, t d‘[+z J-(l)sin(nwot)dt
—T/2 T 0

21 1 -1
= ?Llwo cos(nwot)(?ﬂ2 +— — ——cos(nw, t)(T/z}

[cos<nn>—cos<o>]}

= %{n;vlo [cos(O) - cos(— nn)] - n\}v

0

__ 2 [1 - cos(nmt) - cos(nm) + 1]

nw,T
- nvaT [2-2cos(nn)]= . [1 - cos(nr)]
= é [1 - cos(nn)]

olarak bulunur. Bu bagintida,

n ciftise cos(nm)=1 ve b,=0
n tekise cos(nm)=-1 ve b,=4/nn

olur. Yani diger bir deyisle

- 0 n — cift
" |4/nn n — tek

11



dir. Bulunan ao, a, ve b, katsayilar1 (2.11) de yerine konarak FS ag¢ilimi elde edilir. Ancak
burada ap ve a, katsayilar1 sifir oldugu i¢in FS ac¢ilimi sadece b, katsayisi kullanilarak
yapilacaktir. Sonucta,

o0

£(0)=23 Lsin(aw,1)

T n=tek n

f(t)= i[sin(wot)Jr %sin(3wot)+%sin(5wot)+ ............. }
n

elde edilir. Islevin spektrum ortamindaki goriiniimii ise Sekil 2.5 te verilmektedir.

FS acilimina iki yonden bakilabilir. Bunlardan ilki Sekil 2.4te verilen sonsuz uzunluklu,
donemsel islevin  trigonometrik seriler kullanilarak yaklastirilmis bagintisinin  elde
edilmisidir. Digeri ise "w" ortaminda ¢esitli harmoniklere ait binlerdeki (1wo,3wo, Swo, .....)
genliklerdir. "F(w)" nin diisey, "w" nin da yatay eksen alinmak iizere elde edilen spektrumu,
bize spektrum ortamindaki genliklerin durumunu gosterir.

Bu problemde ap ve a. katsayilari sifirdir. Evre ise (2.15) bagintisindan bulunur. a,=0
olmasindan 0_ = tan™' (oo) olarak elde edilir. Tan-1 islevi ancak +m/2 de sonsuz olur. Oyleyse

an katsayisinin olmamasi durumunda (islevin yalmizca tek islev olmasi, ¢ift bileseninin
bulunmamasi) evre 6,=n/2 veya 0,=n/2 (=3n/2) degerine sahip olacaktir. Eger islev buradaki

gibi tek degil de ¢ift islev olsayd: bu kez de 0, = tan’l(O) ve 0, =0 olacakt: yani evre sifir

"n_n

veya "n" radyan olacakti.
2.5 SONLU FOURIER SERILERINE YAKLASIM

Herhangi bir f(t) islevi, diger bir Sk(t) islevine yaklastirilabilir.

S, (t)= %ao + i [an cos(nwot) +b, sin(nwot)] (2.29)

n=1

olarak gosterilirse,

E, (t)=f(t)-S,(t] veya E(t)=[f(t)-S, (1) (2.30)

farki bu yaklasimin yanilgisidir. k—oo i¢in yukaridaki farklar sifira giderse Si(t) dizisi de f{(t)
dizisine yaklasir. Burada:

Ex(t) : f(t) ve onun yaklasimi Sk(t) arasindaki yanilgidir.
Ei*(t) : Ortalama karesel yamlgidir (yanilg: enerjisi, mean square error).

-T/2<t<T/2 aralifinda yanilgilar ise asagidaki bagint1 ile verilir.

e~ [0 - [lr0-s.0 @31

12



2.5.1 Yanilg enerjisinin ozellikleri

f(t) islevinin sonlu Sk(t) islevine yaklastirmada tanimlanan ortalama karesel yanilginin (Ex)

ozellikleri asagida verilmektedir.

E —in [F(OFdt =2+ L3 (a2 +b2) (2.32)
k_TfT/z _4 2n:l ’ ’ ‘
T/2 k

2 [ [Pz > (a; +)) (2.33)
-T/2 n=
T/2 ©

% [ [f(t)]zdtz%o+%z;(afl +b2) (2.34)
-T/2 n=

(2.34) denklemi Parseval kurami olarak bilinir. Bu konuya Boliim 5.6.2¢ de ayrintili olarak

deginilecektir.
2.6 DIRICHLET KOSULLARI

(-T/2,T/2) araliginda, T ile donemli bir f(t) islevi, asagidaki kosullarla tanimlanir.

1. f(t) islevi bir donem i¢inde sonlu sayida siireksizlikler icermelidir veya bagka bir deyisle
f(t) islevi (-T/2,T/2) araliginda siirekli veya pargali siirekli olmalidir (Sekil 2.6). Bir f(t)
islevine sagdan ve soldan yaklasildiginda farkli limit degerleri elde ediliyorsa bu f(t) islevine

bu aralikta parcali siirekli islev denir.

2. f(t) islevi bir donem icinde sonlu sayida max ve min icermeli dir. 1 ve 2 6zelliklerini

gosteren islevlere PARCALI SUREKLI ISLEVLER denir.

3. f(t) islevinin bir donem i¢inde mutlak tiimlevi alinabilir olmalidir.

Tj 2|f(t)dt| = sonlu(< o) (2.35)

-T/2

Odevler

1. (2.18d) ve (2.18e) esitliklerini kanitlayiniz.

2. FS katsayilarindan bn katsayisini an katsayisina benzer sekilde verilen yolla bulunuz.

3. Asagida tanimi verilen donemli islevin Fourier katsayilarini bulunuz ve seriye aginiz.

4 =T

1+ , —<t<Z0
2

T

f(t): a T
l-— , 0<t<—

T 2

4. Asagida tanimlanan islevin seklini ¢izin, FS katsayilarini bularak seriye aginiz.

13



0 , —I<t£0
2

Asin(w,t) , 0£t<%
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