BOLUM 1
SINYAL (iZ) VE SPEKTRUM
1.1 GIRIS

Iletisim sistemlerinde kullanilan spektral analiz ydntemleri, son zamanlarda jeofizik
sinyallerde de genisce kullanilmaktadir. Jeofizikte sinyaller genellikle zaman (t) ve uzay (x)
ortamlarinda tanimlanirlar (gravite, manyetik, sismik Ol¢meler, vd.). Ancak izlerin
coziimlenmesi (analiz) sirasinda, bunlarin frekans ortaminda tanimlanmasi yararhdir.

Zaman veya uzay ortaminda goriilemeyen olaylar frekans ortamin-da daha kolay goriilebilir.
Ornegin potansiyel alanlarda alinan o6lgiilerde, derin veya s1g etkilerin arastirilmasinda izin
frekans ortami goriiniimii kullanilarak, kolaylikla derin ve si1g etkiler bir birinden ayrilabilir.
Frekans ortami1 kullanmanin diger bir yarar1 da bu ortamda baz1 silizgeglerin
diizenlenmesindeki kolayliklardir. Eger 6rnekleri genisletecek olursak gii¢ spektrumu, Hilbert
dontistimleri ve diger doniisiimler gibi spektral analiz yontemleri jeofizigin bir¢ok dalinda
(elektromanyetik, sismik, deprem verileri vd.) kullanilmaktadir.

Bu kitapta, zaman ortami1 tanimi kiiglik harflerle x(t), y(t) ve f(t) frekans ortami tanimi da
biliyiik harflerle X(f), Y(f) ve F(f) seklinde verilecektir. "f"' harfi bagimsiz degisken olup
frekans1 gostermektedir. Cizgisel ve agisal frekanslar birbirlerine 21 6lgeklemesi ile baglidir.

n "

Dolayist ile frekans ortami bagimsiz degiskeni "w" olarak ta kullanilir. O zaman frekans
ortami1 tanimlar1 X(w), Y(w) ve F(w) ile gosterilecektir. Ozetle bir x(t) izinin, her biri uygun
genlik ve evrede olan belli sayida frekans bileseninden olustugu varsayilabilir. Bu nedenle
zaman (veya uzay) ortaminda algilanacak bir sinyal, spektrum ortami bilesenlerinden
olusacaktir. Spektral analizde amag bu frekans bilesenlerinin bulunmasidir.

1.2 FREKANS BILESENLERININ BULUNMASI

Spektral analiz yontemleri uygulanacak sinyal; eger basit siniizoidallerin toplamindan
olusuyorsa, yani analitik denklemleri belli ise analiz, fazorler (karmasik diizlemde donen
vektorler) ile yapilabilir. Bu konuyu agiklamak amaci ile tek bir siniizoidalin denklemi,

f(t) = Acos(w,t+¢) (1.1)
dir. Euler kuramindan,

exp(jor) = cos(at) + jsin(a)

den yararlanarak

cos(a) = Gerlexp(jor]

yazilir. Benzer sekilde

£(t) = Ger{A exp[j(w,t + )]} (GER=Gergel) (1.2)

olarak tanimlanir.



(1.2) bagintisindaki parantez i¢indeki Aexp[j(w1t+¢)] terimine "karmasik diizlemde donen

vektor" denir. Bu, bir vektoriin karmasik diizlemde gosterilimidir (Sekil 1.1). Elektrikgiler
buna "Fazor" adini verirler.

Bu donen vektoriin ti¢ 6nemli 6zelligi vardir:

1. A donen vektdriin genligidir ve siirekli olarak sifirdan biiyiiktiir (A > 0).

2. ¢ donen vektoriin evresidir. Vektoriin t =0 aninda gercel eksenle yaptigi agi olarak
tanimlanir. Sinirlart ise (-, ) arasindadir.

3. w1 donen vektoriin acisal hizidir. Cizgisel hiz cinsinden karsilifn w, =2nf dir. Birimi
devir/veri araligidir. Saat donme y6niiniin tersi (+) yon olarak varsayilir.

Ayni donen vektoriin frekans ortaminda da belirlenmesi gerekir. Sekil 1.2 veya (1.2)
bagmtisina dikkat edilirse donen vektor yalnizca wi (veya f1) frekansi i¢in tanimlanmistir. Bu
nedenle bir donen vektor (fazor) frekans ortaminda ancak iki ayr1 grafik ile gosterilir. Eger f{(t)
izi ¢esitli sinilizoidallerin toplamindan olusuyorsa, kuskusuz ki frekans ortaminda her
siniizoidalin bileseni ayr1 ayr1 goriilecektir. Ornegin, bir izin denklemi

f(t) = 4cos[2m.25.t — (n/3)]+ +6 + 2sin(2 w.50.t) - 3cos(2 m.60.t) (1.3)

olarak verilsin. Bu iz farkli agisal hizlarda dénen vektorlerin toplami olarak diisiiniiliir. O
zaman,

f(t) = Ger{dexp{[2m.25.t — (r/3)]}} + Ger{6 exp[j(2 7.0.t + 0)]}
Ger{2exp{[21.50.t — (n/2)]}} + Ger{3exp[j(2 1.60.t — )]} (1.4)

olarak yazilabilir.

Not: Trigonometrik bagintilardan,

sin(a) = cos(n/2)- o]

dir. O zaman 3. terim

sin(2m.50.t) = cos|(n/2 — 21.50.t)] = cos[(— 27.50.t)+ 7/ 2]

cos{~ [(-2m.50.t)- (n/2)]} = cos(B) = 2sin(27.50.t)

= 2cos|(~ 2m.50.t)— (n/ 2)] = Ger{2 exp{j[(- 27.50.t)— (/2)]}}
seklinde yazilabilir.

—cos(a) = cos(m—a)

cos(n— o) = cos(— o + 1)

cos(—a) = cos(a)

cos[— (o — 1)) = cos(a — 7)

oldugundan benzer sekilde son terim de

—3cos(2m.60.t) = 3cos(2m.60.t — 1) = Ger{3 exp[j(27.60.t — )]}
olarak elde edilir.



(1.4) bagmtisinda dikkat edilmesi gereken nokta; (-) genliklerin m radyanlik bir evre
farkliligina karst geldigidir (son terimdeki —3cos(27c.60.t) gercel bilesen cinsinden

Ger{3 exp[j(2m.60.t — Tc)]} seklinde yazilabilir).

Ayni yaklasim matematiksel olarak
— Acos(a)= Acos(o+ 1)

dir. Yani evrenin +7 veya -t olmasi sonucu etkilemez. Ancak burada, evreler igin —t<p <7
tanim1 yapildigindan (-) genliklerde evre farki -m olarak se¢ilmelidir.

(1.4) bagmtisinin donen vektor diyagrami ve ¢izgisel spektrumu Sekil 1.3 te verilmektedir.
Buraya dek tek yonlii c¢izgisel spektrum anlatilmigtir. Ancak sinyal analizinde (iz
coziimlemesi) cogunlukla "cift yonlii cizgisel spektrum" kullanilir. Cift yonlii ¢izgisel
spektrumun tek yonliiye oranla belirgin tistiinliikleri vardir.

Daha 6nce ¢oziilen 6rnegi bu kez de ¢ift yonlii spektruma uygun olarak ¢ozelim.

f(t) = Acos(wlt + ¢)

Not: Euler bagintilarindan cos(a) =1/ 2[exp( ] oc) + exp(— jOL)]

£(t)= A/ 2{expli(w, t+ )]+ expl- j(w,t+ )]
£(t)= A/ 2{expljw,t + )]+ explil- w,t - 9]

seklinde yazilabilir. (1.5) bagintilarindan yararlanarak, f(t) izi esit genlikli (A/2), zit evreli
(((1),—(1))) ve ters yonde (wi,-wi) donen iki vektoriin toplaminin gergel eksen iizerindeki

izdiisiimii olarak diisiiniiliir. Boyle donen vektorlere (Sekil 1.4) "eslenik (konjuge)" fazorler
denir (Bkz. B6liim 4.1 ve 5.2).

Problem bdyle diisiiniiliince "(-) frekans" kavrami ortaya ¢ikmaktadir. Burada; temel kural
olarak saat ibresinin ters yoniinde donen vektorlerin tanimladig1 frekanslar (+), saat ibresi
yoOniinde donen vektorlerin tanimladigi frekanslar ise (-) olarak belirlenir.

Sekil 1.4 teki diyagramdan yararlanarak elde edilen ¢ift yonlii ¢izgisel spektrum Sekil 1.5 te
verilmektedir. Sekilden de goriildiigli gibi iki yonli ¢izgisel spektrumun en 6nemli 6zelligi
bakigimli Imasidir. Genlik spektrumu ¢ift, evre spektrumu ise tek bakisima sahiptir (Bkz.
Bolim 11.4).

Benzer yaklasimlar kullanilarak (1.5) bagmtisi ile verilen izin ¢ift yonlii ¢izgisel spektrumu
bulunabilir (Sekil 1.6). Bunun i¢in her terim 6nce iistel sekilde yazilarak her donen vektoriin
donme hizi, genligi ve evresi belirlenerek uygun bir sekilde ¢izilir.

Iki yonlii ¢izgisel spektrumun, tek yonlii (+) cizgisel spektrumdan dnemli bir farki vardir. Tek
yonlii (+) frekans spektrumunda, bir "f' frekansindaki genlik ve evre c¢izgisel cifti
Ger[exp(jwt)] doniisiimii ile kosiniis islevine donmektedir. Ancak iki yonlii cizgisel



spektrumda tek bir ¢izgi c¢iftinin hi¢ bir anlami yoktur. Kosiniis islevini elde etmek igin,
bunlardan baska eslenik terimlere de gerek vardir. Bu nedenle iki yonlii frekans spektrumunda
(f1,£2) gibi bir frekans araligindan s6z ederken, bunun i¢ine (-fi,-f2) olan (-) frekans araligini
da katmamiz gerekir. Matematiksel olarak fi<f<f, olmalidir (buraya dek verilen sekilleri
karsilastirarak tek yonlii +f1 spektrumunda goriilen binin iki yonlii frekans spektrumunda hem
+f1 de hem de -fi de goriildiigiine dikkat ediniz).

Bu boliimde verilenler kisaca Ozetlenebilir. Basit siniizoidallerin toplamindan olusan ve
analitik bagintis1 belli olan dénemli bir izin ¢éziimlenmesi bu boliimde verildigi gibi basit
yontemler yardimiyla yapilabilir. Ancak elde edilen dénemli sinyalin bagintist belli degilse
Fourier serileri kullanilarak spektrum analizi elde edilebilir. Boylece f(t) izini olusturan
harmonik bilesenler bulunur. Bu konuya iliskin iki 6rnek asagida sunulmaktadir.

Ornek 1.1

Sekil 1.7a da 500 sn uzunlugunda karisik bir iz verilmistir. Zaman ortaminda ¢ok karisik olan
bu iz, spektrum ortaminda frekans bilesenleri cinsinden daha yalin olarak gosterilebilir. Bu
gosterim i¢in kullanilacak matematiksel yol Fourier doniisiimleridir. Fourier doniisiimleri
kullanilarak, iz daha basit frekans bilesenlerine ayrilir. Sekil 1.7a da goriilen sinyal, Fourier
doniistimii kullanilarak daha basit bilesenlerine ayrilirsa Sekil 1.7b de goriilen on farkli
frekansta, dolayisiyla on farkli doneme sahip, izler elde edilir. Baska bir deyisle, "a" da
verilen f(t) izi on adet basit siniizoidale ayrilmis olur. Kuskusuz ki bunlardan en alcak
frekansli (en uzun dénemli) degisimin {izerine daha yiiksek frekansli degisimler bindirilmistir
yani modiile edilmistir. Evre sorunu goz oniline alinmadan f(t) izinin denklemi

f(t) = sin(2m.1.t) + sin(27.5.t)+ sin(270.10.t )+ covooveoereeen +sin(27.100.t)

olarak yazilabilir.

Ornek 1.2

Sekil 1.8a da verilen donemsel izin spektrum analizi yapilmak istenmektedir. Eger izin
analitik denklemi belli ise spektrum analizi fazorler ile yapilir. Denklem belli degilse iz
stirekli ve donemli oldugu icin Fourier serileri yontemi kullanilir. Eger izin donemi belli
degilse Fourier doniistimleri yontemi kullanilir.

Sekil 1.8a da "T," ile donemli verilen iz, Sekil 1.8b de verilen degisik frekansli alt1 adet
siniizoidalin toplamindan olusmaktadir. Bu izlerin frekanslar1 sekillerin iizerinde belirtilmistir.
Fourier serileri kullanilarak yapilan analizde Sekil 1.8c de verilen evre ve genlik degerleri
elde edilmistir. "a" daki iz T.-=24 sn ile donemseldir. Diger izlerin donemleri de bu temel
donemin tam katlar1 seklindedir. Dolayisi ile temel frekans f.=1/24 devir/sn dir. Baska bir
deyisle "a" daki iz frekanslar1 f=1/24 devir/sn den f=1/4 devir/sn ye kadar olan 6 adet izin
toplamindan olugsmustur. Bu alt1 izin frekans ortamindaki genlik ve evre konumlar1 Sekil 1.8c
de verilmektedir. Bu asamadan sonra istenirse, bu alt1 iz alt1 adet siniizoidalin toplamindan
olusan bir analitik denklem ile ifade edilebilir.



